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Îäíèì ç îñíîâíèõ íàïðßìêiâ ó òåîði¨ ãðóï
¹ âèâ÷åííß âïëèâó íàïåðåä çàäàíèõ ñèñòåì
ïiäãðóï íà ñòðóêòóðó ãðóïè. Â îäíèõ âèïàäêàõ
ãðóïà ìîæå ìàòè ñèñòåìó ïiäãðóï ç ïåâíèìè
âëàñòèâîñòßìè, àëå âïëèâ öi¹¨ ñèñòåìè ïiäãðóï ¹
íå ñóòò¹âèì. Â iíøèõ âèïàäêàõ íàßâíiñòü ¹äèíî¨
(ßê ïðàâèëî, õàðàêòåðèñòè÷íî¨) ïiäãðóïè ç
ïåâíîþ âëàñòèâiñòþ ìîæå áóòè âèçíà÷àëüíèì
ôàêòîðîì äëß áóäîâè óñi¹¨ ãðóïè. Ñïèñîê
òàêèõ ïiäãðóï ìîæíà ñóòò¹âî ðîçøèðèòè,
ðîçãëßäàþ÷è ðiçíîìàíiòíi Σ-íîðìè ãðóïè.
Íàãàäà¹ìî, ùî Σ-íîðìîþ íàçèâà¹òüñß ïåðåòèí
íîðìàëiçàòîðiâ óñiõ ïiäãðóï ñèñòåìè Σ (çà
óìîâè, ùî ñèñòåìà Σ íåïîðîæíß). Çðîçóìiëî,
ùî êîëè Σ-íîðìà çáiãà¹òüñß ç ãðóïîþ, òî â
îñòàííié íîðìàëüíi âñi ïiäãðóïè ñèñòåìè Σ.
Óïåðøå ñèòóàöiþ, êîëè Σ-íîðìà ¹ âëàñíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè, ïî÷àâ âèâ÷àòè Ð.Áåð [1] ó 1935
ðîöi äëß ñèñòåìè Σ âñiõ ïiäãðóï äàíî¨ ãðóïè.
Âiäïîâiäíó Σ-íîðìó âií íàçâàâ íîðìîþ ãðóïè
G òà ïîçíà÷èâ N(G). Çãiäíî ç [1] íîðìîþ N(G)
ãðóïè G íàçèâàòèìåìî ïåðåòèí íîðìàëiçàòîðiâ
óñiõ ïiäãðóï ãðóïè G.
Çâóæóþ÷è ñèñòåìó ïiäãðóï Σ, ìîæíà
îòðèìóâàòè òi ÷è iíøi Σ-íîðìè, ùî ¹
óçàãàëüíåííßìè íîðìè N(G). Çðîçóìiëî, ùî
âñi Σ-íîðìè ìiñòßòü öåíòð ãðóïè i ¹ ¨¨
õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïiäãðóïàìè. ßêùî ó ßêîñòi
ñèñòåìè Σ âèñòóïà¹ ñèñòåìà âñiõ àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï, òî ó âiäïîâiäíîñòi ç [2]
òàêó Σ-íîðìó íàçèâàòèìåìî íîðìîþ àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i ïîçíà÷àòèìåìî NAG .
ßêùî ãðóïà G çáiãà¹òüñß ç íîðìîþ NAG ,
òî â G íîðìàëüíèìè áóäóòü âñi àáåëåâi
íåöèêëi÷íi ïiäãðóïè. Íåàáåëåâi ãðóïè ç òàêîþ
âëàñòèâiñòþ âèâ÷àëèñß â [3] i áóëè íàçâàíi HA-
ãðóïàìè (àáî HA2-ãðóïàìè ó âèïàäêó 2-ãðóï).
Áóäîâó ñêií÷åííèõ HA2-ãðóï îïèñó¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííß.
Òâåðäæåííß 1. ([3]). Ñêií÷åííi íåãàìiëüòîíîâi
HA2-ãðóïè âè÷åðïóþòüñß ãðóïàìè íàñòóïíèõ
òèïiâ:
1) G = (〈a〉 × 〈b〉) h 〈c〉, äå |a| = 2n, n ≥ 1,
|b| = |c| = 2, [a, b] = [a, c] = 1, [b, c] = a2n−1;
2) G = 〈a〉h 〈b〉, äå |a| = 2n, |b| = 2m, n ≥ 2,
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m ≥ 1, [a, b] = a2n−1;
3) G = (H × 〈b〉) h 〈c〉, äå H = 〈h1, h2〉,
|h1| = |h2| = 4, h21 = h22, |b| = |c| = 2,
[h1, h2] = h21, [H, 〈b〉] = [H, 〈c〉] = E, [b, c] = h21;
4) G = (〈a〉 × 〈b〉)〈c〉, äå |a| = |b| = |c| = 4,
c2 = a2b2, [c, b] = c2, [c, a] = a2;
5) G = (〈a〉 × 〈b〉)〈c〉〈d〉, äå |a| = |b| = |c| =
|d| = 4, c2 = d2 = a2b2, [a, c] = [d, c] = a2,
[b, d] = b2, [c, b] = [d, a] = c2;
6) G = H × 〈c〉, äå H - ãðóïà êâàòåðíiîíiâ,
|c| = 2n, n ≥ 2;
7)G = H×Q, äå H i Q - ãðóïè êâàòåðíiîíiâ;
8) G = (H × 〈b〉)〈c〉, äå H = 〈h1, h2〉,
|h1| = |h2| = |b| = |c| = 4, [h1, h2] = h21 = h22,
[H, 〈b〉] = [H, 〈c〉] = E, c2 = b2h21, [b, c] = b2;
9) G = (〈h2〉 × 〈c〉)〈h1〉, äå |h1| = |h2| = 4,
[h1, h2] = h21 = h
2
2, |c| = 2n > 2, [c, h1] = c2
n−1;
10) G = (H × 〈b〉)〈c〉, äå H = 〈h1, h2〉,
|h1| = |h2| = 4, |b| = 2, |c| = 8, [b, c] = [h1, h2] =
h21 = h
2
2, c2 = h1, [h2, c] = b;
11) G = 〈a〉〈b〉, äå |a| = 8, |b| = 2n > 2,
a4 = b2
n−1, a−1ba = b−1.
Ó ñòàòòi äîñëiäæóþòüñß ñêií÷åííi 2-ãðóïè ç
íåöèêëi÷íèì öåíòðîì, ùî ìàþòü íåäåäåêiíäîâó
íîðìó NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï.
Áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííß 1 îòðèìó¹ìî
íàñòóïíèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé G - ñêií÷åííà 2-ãðóïà,
ùî ìà¹ íåöèêëi÷íèé öåíòð òà íåäåäåêiíäîâó
íîðìó NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï. Òîäi
NAG ¹ ãðóïîþ îäíîãî ç òèïiâ 4)-9) àáî 2) ïðè
m > 1 òâåðäæåííß 1.
Ëåìà 1. ([4]) ßêùî Z - öåíòðàëüíà íåöèêëi÷íà
ïiäãðóïà ãðóïè G, òî ó ôàêòîð-ãðóïi G/Z = G
ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííß NAG ⊆ N(G), äå N(G)-
íîðìà ãðóïè G.
Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïiäòâåðäæó¹, ùî
ðiâíiñòü NAG = N(G) âèêîíó¹òüñß íå çàâæäè.
Ïðèêëàä 1. G = (〈a〉h 〈b〉)×〈c〉, |a| = 8, |b| = 2,
|c| = 4, b−1ab = a−1. Çðîçóìiëî, ùî NAG ⊆
NG(〈b, c〉) ∩ NG(〈ab, c2) = 〈a4, b, c〉 ∩ 〈a4, ab, c〉 =
〈a4〉×〈c〉 = Z(G). Òîìó NAG = 〈a4〉×〈c〉 = Z(G).
Ó ôàêòîð-ãðóïi G = G/〈a4, c2〉 íîðìà
N(G) = Z(G) = 〈a2〉 × 〈c〉. Îáðàçîì íîðìè
NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ¹ NAG = 〈c〉.
Îòæå, NAG 6= N(G).
Ïîçíà÷èìî ωm(G) ïiäãðóïó, ïîðîäæåíó
åëåìåíòàìè ïîðßäêó íå áiëüøå 2m. Çîêðåìà,
ω1(G) = ω(G) - íèæíié øàð ãðóïè G.
Ëåìà 2. ([4]) ßêùî ëîêàëüíî ñêií÷åííà 2-
ãðóïà G ìà¹ íåäåäåêiíäîâó íîðìó NAG àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i íèæíié øàð ω(NAG ) ¹
öåíòðàëüíîþ íåöèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G,
òî ω(G) = ω(NAG ).
Íåöèêëi÷íîþ íîðìîþ NG ãðóïè G
áóäåìî íàçèâàòè ïåðåòèí íîðìàëiçàòîðiâ óñiõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï äàíî¨ ãðóïè. Çðîçóìiëî,
ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííß
NG ⊆ NAG . Áiëüø òî÷íi çâ'ßçêè ìiæ
öèìè íîðìàìè â êëàñi ñêií÷åííèõ 2-ãðóï
âñòàíîâëþþòüñß íèæ÷å.
Òåîðåìà 1. ßêùî ñêií÷åííà 2-ãðóïà G ìà¹
íåäåäåêiíäîâó íîðìó NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ
ïiäãðóï òà íåöèêëi÷íèé öåíòð i íå ìiñòèòü
ãðóïè êâàòåðíiîíiâ, òî NAG = NG.
Äîâåäåííß. Îñêiëüêè öåíòð ãðóïè G
íåöèêëi÷íèé, òî çà ëåìîþ 2 ω(G) =
ω(NAG ). Âðàõîâóþ÷è, ùî ãðóïà G íå ìiñòèòü
ãðóïè êâàòåðíiîíiâ i ìà¹ íåöèêëi÷íèé öåíòð,
êîæíà íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà, ìiñòèòü íèæíié
øàð ω(G). Òîìó äëß êîæíîãî åëåìåíòà
x äîâiëüíî¨ íåöèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè ïiäãðóïà
〈x, ω(G)〉 - àáåëåâà íåöèêëi÷íà. Îòæå, êîæíà
íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà ïîêðèâà¹òüñß àáåëåâèìè
íåöèêëi÷íèìè ïiäãðóïàìè i òîìó NAG = NG.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Âiäñóòíiñòü ãðóïè êâàòåðíiîíiâ â ãðóïi G ¹
ñóòò¹âîþ âèìîãîþ â òåîðåìi 1, ùî ïiäòâåðäæó¹
íàñòóïíèé ïðèêëàä.
Ïðèêëàä 2. G = Q hH, Q = 〈q1, q2〉, |q1| = 2n,
n > 2, |q2| = 4, q2n−11 = q22, q−12 q1q2 = q−11 ,
H = 〈h1, h2〉, |h1| = |h2| = 4, [h1, h2] = h21 = h22,
[q2, h2] = 1, [q2, h1] = q22, [H, 〈q1〉] = E.
Ó öié ãðóïi NAG = 〈q2
n−2
1 〉 × H 6= NG =
〈h2〉h 〈h1q2n−21 〉.
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Îòæå, ßêùî â ëîêàëüíî ñêií÷åííié p-ãðóïi
G (p 6= 2) ç íåàáåëåâîþ íîðìîþ NAG çàâæäè
âèêîíó¹òüñß ðiâíiñòüNAG = NG [4], òî â 2-ãðóïàõ
öß ðiâíiñòü ìîæå íå âèêîíóâàòèñü ßê ó âèïàäêó
G = NAG (òâåðäæåííß1, ãðóïà òèïó 7), òàê i ó
âèïàäêó G 6= NAG (ïðèêëàä 2).
Ëåìà 3. Áóäü-ßêà ñêií÷åííà 2-ãðóïà G
åêñïîíåíòè 4 ç íåäåäåêiíäîâîþ íîðìîþ NAG
àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i íåöèêëi÷íèì
öåíòðîì ¹ HA2-ãðóïîþ.
Äîâåäåííß. Íåõàé ãðóïà G çàäîâîëüíß¹ óìîâè
ëåìè. Òîäi ω(NAG ) = ω(G) - öåíòðàëüíà
åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà ïîðßäêó 4.
Ôàêòîð-ãðóïà G = G/ω(G) ¹ ãðóïîþ
åêñïîíåíòè 2. Îòæå, G - àáåëåâà i G′ ⊆ ω(G).
Îñêiëüêè êîæíà àáåëåâà íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà
ãðóïè ìiñòèòü ω(G), òî êîæíà òàêà ïiäãðóïà
íîðìàëüíà â G i G ¹ HA2-ãðóïîþ. Ëåìó
äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 2. Íåõàé G - ñêií÷åííà 2-
ãðóïà ç íåäåäåêiíäîâîþ íîðìîþ NAG àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i íåöèêëi÷íèì öåíòðîì.
ßêùî ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðßäêó 4,
ùî íå íàëåæàòü íîðìi NAG , òî expG > 4.
Ëåìà 4. Íåõàé G - ñêií÷åííà 2-ãðóïà
ç íåäåäåêiíäîâîþ íîðìîþ NAG àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i íåöèêëi÷íèì öåíòðîì.
ßêùî iñíó¹ åëåìåíò x ∈ G\NAG , |x| = 4, òî
ïiäãðóïà G1 = 〈x〉NAG ¹ HA2-ãðóïîþ.
Äîâåäåííß. Íåõàé x ∈ G\NAG , |x| = 4. Çà ëåìîþ
2 ω(NAG ) = ω(G) ⊆ Z(G). Òîìó 〈x〉ω(G) / G1 =
〈x〉NAG i G′1 ⊆ 〈x〉ω(G) ∩ NAG = ω(G). Îñêiëüêè
êîæíà àáåëåâà íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà ãðóïè G1
ìiñòèòü ω(G), òî âîíà íîðìàëüíà â G1. Îòæå,
G1 ¹ HA2-ãðóïîþ i ëåìó äîâåäåíî.
Iñíóâàííß ãðóïè, ïðî ßêó éäåòüñß â ëåìi 4,
ïiäòâåðäæó¹ ïðèêëàä 2.
Íàñëiäîê 3. Íåõàé G - ñêií÷åííà 2-
ãðóïà ç íåäåäåêiíäîâîþ íîðìîþ NAG àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i íåöèêëi÷íèì öåíòðîì.
ßêùî íîðìà NAG ¹ ãðóïîþ îäíîãî ç òèïiâ 2)
ïðè n ≥ m > 2, m > n > 2, 5), 7), 8) àáî 6) i 9)
ïðè n > 2 òâåðäæåííß 1, òî ω2(NAG ) = ω2(G)
i ω2(NAG ) ¹ ïiäãðóïîþ åêñïîíåíòè 4.
Äîâåäåííß. Íåõàé óìîâè íàñëiäêó âèêîíóþòüñß
òà iñíó¹ åëåìåíò x ∈ G\NAG , |x| = 4. Òîäi
çà ëåìîþ 4 G1 = 〈x〉NAG ¹ HA2-ãðóïîþ.
Âðàõîâóþ÷è áóäîâó íîðìèNAG i îïèñHA2-ãðóï,
ïðèõîäèìî äî ïðîòèði÷÷ß. Îòæå, ω2(NAG ) =
ω2(G).
Ëåìà 5. ßêùî â ñêií÷åííié 2-ãðóïi G
ç íåäåäåêiíäîâîþ íîðìîþ NAG àáåëåâèõ
íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï i íåöèêëi÷íèì öåíòðîì
ω2(NAG ) = ω2(G), òî ãðóïà G íå ìiñòèòü
óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè êâàòåðíiîíiâ ïîðßäêó
áiëüøå 8. ßêùî ïðè öüîìó ãðóïà G ìiñòèòü
ãðóïó êâàòåðíiîíiâ , òî H ⊂ NAG . Áiëüøå òîãî,
ßêùî êîæíà ãðóïà êâàòåðíiîíiâ íîðìàëüíà â
íîðìi NAG , òî NAG = NG.
Íàñëiäîê 4. Íåõàé G - ñêií÷åííà 2-ãðóïà
ç íåöèêëi÷íèì öåíòðîì òà íåäåäåêiíäîâîþ
íîðìîþ NAG , ßêà íå ìiñòèòü ãðóïè
êâàòåðíiîíiâ. ßêùî ω2(NAG ) = ω2(G), òî ãðóïà
G òàêîæ íå ìiñòèòü ãðóïè êâàòåðíiîíiâ i
NAG = NG.
Äëß ñêîðî÷åííß âèêëàäó ñêií÷åííi 2-
ãðóïè ç íåöèêëi÷íèì öåíòðîì i íåäåäåêiíäîâîþ
íîðìîþ NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï
áóäåìî íàçèâàòè ãðóïàìè òèïó α, ßêùî NAG
- íåìåòàöèêëi÷íà ïiäãðóïà, i ãðóïàìè òèïó β,
ßêùî NAG - ìåòàöèêëi÷íà ïiäãðóïà.
Òåîðåìà 2. Ãðóïà G ¹ ãðóïîþ òèïó α òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ãðóïîþ îäíîãî ç
íàñòóïíèõ òèïiâ:
1) G - íåìåòàöèêëi÷íà íåäåäåêiíäîâà HA2-
ãðóïà ç íåöèêëi÷íèì öåíòðîì, G = NAG ;
2) G = H · Q, äå H - ãðóïà êâàòåðíiîíiâ
ïîðßäêó 8, Q - óçàãàëüíåíà ãðóïà êâàòåðíiîíiâ,
H = 〈h1, h2〉, |h1| = |h2| = 4, [h1, h2] = h21 = h22,
Q = 〈y, x〉, |y| = 2n, n ≥ 3, |x| = 4, y2n−1 = x2,
x−1yx = y−1, H ∩ Q = E, [Q,H] ⊆ 〈x2, h21〉,
NAG = H × 〈y2
n−2〉.
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Äîâåäåííß. Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè
íåâàæêî ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî. Äîâåäåìî
íåîáõiäíiñòü óìîâ òåîðåìè.
Îñêiëüêè öåíòð Z(G) íåöèêëi÷íèé, òî
ω(NAG ) ⊆ Z(G) i çà ëåìîþ 2 ω(NAG ) = ω(G).
Âèõîäß÷è ç óìîâè òåîðåìè òà íàñëiäêó 1,
ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íîðìàNAG ¹ ãðóïîþ îäíîãî
ç òèïiâ 4)-9) òâåðäæåííß 1.
Ïðîäîâæèìî äîâåäåííß òåîðåìè çàëåæíî
âiä áóäîâè íîðìè NAG .
Ëåìà 6. Íåõàé G - ãðóïà òèïó α, íîðìà NAG
àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ãðóïîþ
îäíîãî ç òèïiâ 4), 5), 7), 8) òà 9) ïðè n = 2
òâåðäæåííß 1. Òîäi G = NAG .
Äîâåäåííß. Ïðèïóñòèìî, ùî G 6= NAG i
ïîêàæåìî, ùî G - ãðóïà åêñïîíåíòè 4. Íåõàé
iñíó¹ åëåìåíò x ∈ G, |x| = 8.
ßêùî ïðè öüîìó íîðìàNAG ¹ ãðóïîþ îäíîãî
ç òèïiâ 5), 7) àáî 8) òâåðäæåííß 1, òî çà
íàñëiäêîì 3 ω2(NAG ) = ω2(G) i x2 ∈ NAG .
Íåõàé íîðìà NAG ¹ ãðóïîþ îäíîãî ç òèïiâ
4) àáî 9) ïðè n = 2 òâåðäæåííß 1. Ïðèïóñòèìî,
ùî x2 /∈ NAG . Ç óìîâ 〈x〉ω(G) / G1 = 〈x〉NAG òà
[〈x〉, NAG ] ⊆ 〈x〉ω(G) ∩NAG = ω(G) âèïëèâà¹, ùî
〈x2〉 / G1, [〈x2〉, NAG ] = E i x2 ∈ Z(G1). Àëå ó
òàêîìó âèïàäêó ω(G1) 6= ω(NAG ), ùî íåìîæëèâî
çà ëåìîþ 2. Îòæå, x2 ∈ NAG , [〈x〉, ω(G)] ⊆
〈x〉ω(G) ∩NAG = 〈x2〉ω(G).
Ðîçãëßíåìî ôàêòîð-ãðóïó G1 = G1/ω(G).
Çà äîâåäåíèì G1
′ ⊆ 〈x2〉. ßêùî G1′ 6= E,
òî, âðàõîâóþ÷è óìîâè x /∈ Z(G1) i 〈x〉 / G1,
îäåðæèìî [G1 : CG1(〈x〉)] = 2. Îòæå, NAG
ìiñòèòü åëåìåíò y ïîðßäêó 2, íåïåðåñòàâíèé ç
x. Òîäi 〈x, y〉 - ãðóïà äiåäðà ïîðßäêó 8 i |xy| =
2. Îñêiëüêè ω(G) - öåíòðàëüíà íåöèêëi÷íà
ïiäãðóïà, òî çà ëåìîþ 1 NAG ≤ N(G), çâiäêè
〈xy〉 / G1. Îòæå, G1 - àáåëåâà, ùî íåìîæëèâî.
Òîìó G1
′ = E, G′1 ⊆ ω(NAG ) i
G1 ¹ HA2-ãðóïîþ, ùî ìiñòèòü öåíòðàëüíó
öèêëi÷íó ïiäãðóïó ïîðßäêó 4, ùî íåìîæëèâî,
âðàõîâóþ÷è áóäîâó íîðìè NAG . Òàêèì ÷èíîì, G
¹ ãðóïîþ åêñïîíåíòè 4. Çà ëåìîþ 3 G ¹ HA2-
ãðóïîþ i ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 7. Íåõàé G - ãðóïà òèïó α, íîðìà NAG
àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ïðßìèì
àáî íàïiâïðßìèì äîáóòêîì íîðìàëüíî¨
öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðßäêó áiëüøå 4 i ãðóïè
êâàòåðíiîíiâ. Òîäi G = NAG .
Äîâåäåííß. Íåõàé íîðìà NAG çàäîâîëüíß¹
óìîâè ëåìè, òîáòî ¹ ãðóïîþ òèïó 6) àáî 9) ïðè
n > 2. Ïðèïóñòèìî, ùî G 6= NAG . Îñêiëüêè
öåíòð ãðóïè G íåöèêëi÷íèé, òî çà ëåìîþ 2
ω(NAG ) = ω(G). Îêðiì òîãî, çà íàñëiäêîì 3
ω2(NAG ) = ω2(G).
ßêùî íîðìà NAG ¹ ãðóïîþ òèïó 6) ïðè n >
2, òî çà ëåìîþ 5 NAG = NG. Çà òåîðåìîþ 2
[5] G - HA2-ãðóïà, ùî ¹ íàïiâïðßìèì äîáóòêîì
íîðìàëüíî¨ öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè ïîðßäêó áiëüøå
4 i ãðóïè êâàòåðíiîíiâ. Îòæå, G = NAG ùî
íåìîæëèâî.
Íåõàé íîðìà NAG ¹ ãðóïîþ òèïó 9) ïðè
n > 2. Òîäi çà ëåìîþ 5 NAG ìiñòèòü óñi
ãðóïè êâàòåðíiîíiâ. Âðàõîâóþ÷è òàêîæ, ùî NAG
íîðìàëiçó¹ êîæíó àáåëåâó íåöèêëi÷íó ïiäãðóïó,
ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íåöèêëi÷íà íîðìà NG
ãðóïè G çáiãà¹òüñß ç íåöèêëi÷íîþ íîðìîþ
ïiäãðóïè NAG , òîáòî NG = NNAG = 〈c
2〉 × H,
|c2| ≥ 4. Çà òåîðåìîþ 2 [5], ßê i â ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó, G ¹ HA2-ãðóïîþ i G = NAG , ùî
íåìîæëèâî. Ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 8. Íåõàé G - ãðóïà òèïó α, íîðìà NAG
àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ãðóïîþ
âèäó NAG = H × 〈c〉, äå H - ãðóïà êâàòåðíiîíiâ,
|c| = 4. Òîäi àáî G = NAG , àáî G ¹ ãðóïîþ òèïó
2) òåîðåìè 2.
Äîâåäåííß. Çà ëåìîþ 2 ω(NAG ) = ω(G). ßêùî
NAG = ω2(G), òî çà ëåìîþ 5 NAG = NG. Çà
ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [5] G ¹ HA2-ãðóïîþ i G =
NAG .
Îòæå, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî NAG 6=
ω2(G) i iñíó¹ åëåìåíò x ∈ G\NAG , |x| = 4. Çà
ëåìîþ 4 G1 = 〈x〉NAG ¹ HA2-ãðóïîþ åêñïîíåíòè
4. ßêùî ïðè öüîìó [x, c] = 1, òî G1 ìiñòèòü
öåíòðàëüíó öèêëi÷íó ïiäãðóïó 〈c〉 ïîðßäêó 4,
ùî íåìîæëèâî çà òâåðäæåííßì 1, âðàõîâóþ÷è,
ùî |ω2(G1)| = 64. Îòæå, c /∈ Z(G).
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ßêùî ïðè öüîìó 〈c〉 / G, òî, âðàõîâóþ÷è
íåöåíòðàëüíiñòü ïiäãðóïè 〈c〉, îäåðæèìî [G :
C] = 2, äå C = CG(〈c〉).
Ïîêàæåìî, ùî çà öèõ óìîâ óñi åëåìåíòè,
ïîðßäîê ßêèõ áiëüøèé çà 4, ïåðåñòàâíi ç
åëåìåíòîì c. Íåõàé y ∈ G\NAG , |y| = 2s, s > 2.
ßêùî 〈y〉∩NAG ⊆ ω(G), òî [〈y〉, NAG ] ⊆ 〈y〉ω(G)∩
NAG = ω(G) i [〈y2〉, NAG ] = E. Àëå ó òàêîìó
âèïàäêó ω(G) 6= ω(NAG ), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 2.
Òîìó 〈y〉 ∩NAG = 〈y2
s−2〉.
Ïîêëàäåìî y1 = y2
s−3 , y21 = cmhk, äå h ∈ H
i ðîçãëßíåìî ãðóïó G2 = 〈y1〉NAG . Îñêiëüêè
[〈y1〉, NAG ] ⊆ 〈y1〉ω(G) ∩ NAG = 〈y21〉ω(G), òî
〈y21〉/G2. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî àáîm ≡ 0(mod2)
i (k, 2) = 1, àáî k ≡ 0(mod2) i (m, 2) = 1.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó y21 = c2m1hk, (k, 2) = 1.
Çà äîâåäåíèì âèùå [〈y1〉, NAG ] ⊆ 〈y1〉 ∩ NAG =
〈y21〉 = 〈h〉. Íåõàé h1 - åëåìåíò ïiäãðóïè H,
íåïåðåñòàâíèé ç h. Òîäi [〈h1〉, 〈y1〉] = 〈y2l1 〉 =
〈hkl〉. ßêùî ïðè öüîìó (l, 2) = 1, òî 〈y1, h1〉 -
ãðóïà äi¹äðà i |y1h1| = 2. Çà ëåìîþ 1 〈y1h1〉/G2,
òîìó G2 = NAG × 〈y1h1〉. Îòæå, [y1h1, h1] =
[y1, h1] = 1, ùî íåìîæëèâî. Òàêèì ÷èíîì,
(l, 2) 6= 1 i [h1, y1] = 1. Àëå òîäi [h1, y1] ∈ ω(NAG ),
[h1, y21] = [h1, h] = 1, âñóïåðå÷ âèáîðó h1.
Òàêèì ÷èíîì, y21 = cmh2k1 , äå (m, 2) = 1, i
òîìó [y, c] = 1. Îòæå, åëåìåíòè ïîðßäîê ßêèõ
áiëüøèé 4, íàëåæàòü äî öåíòðàëiçàòîðà C.
Íåõàé òåïåð x /∈ C. Òîäi |x| = 4.
Âðàõîâóþ÷è óìîâó [G : C] = 2, îäåðæèìî
G = C〈x〉, äå x2 ∈ ω(G), [〈x〉, NAG ] ⊆ ω(G). Çà
äîâåäåíèì âèùå íîðìàNAG ìiñòèòü óñi åëåìåíòè
÷åòâåðòîãî ïîðßäêó öåíòðàëiçàòîðà C, òîáòî
NAG = ω2(C). ßêùî ïðè öüîìó expC = 4, òî
NAG = C i G = NAG · 〈x〉. Çà ëåìîþ 4 G - HA2-
ãðóïà âiäìiííà âiä NAG , ùî íåìîæëèâî. Îòæå,
expC > 4.
Îñêiëüêè íîðìà NAC ïiäãðóïè C ìiñòèòü NAG
i c ∈ Z(C), òî íîðìà NAC ¹ ãðóïîþ îäíîãî ç
òèïiâ:
1) NAC = 〈y〉 ×H, |y| = 2n, n ≥ 3, y2
n−2
= c;
2) NAC = 〈y〉hH, [〈y〉,H] = 〈y2
n−1〉, |y| = 2n,
n ≥ 3, y2n−2 = c.
Çà ëåìîþ 7 NAC = C. Ðîçãëßíåìî êîæåí ç
âèïàäêiâ îêðåìî.
1. Íåõàé C = NAC = 〈y〉×H, òîäi G = (〈y〉×
H)〈x〉, x2 ∈ C. Ðîçãëßíåìî ôàêòîð-ãðóïó G =
G/ω(G) ∼= (〈y〉 × H)〈x〉. Îñêiëüêè 〈y〉 = Z(C),
òî ïiäãðóïà 〈y, x〉 ìiñòèòü öèêëi÷íó ïiäãðóïó
iíäåêñà 2 i ìîæëèâi íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííß
ìiæ x òà y.
ßêùî [y, x] = 1, òî G′ ⊆ ω(G) i G ¹ HA2-
ãðóïîþ, âñóïåðå÷ óìîâi G 6= NAG .
ßêùî x−1yx = y−1y2n−2 , n ≥ 4, òî
ïåðåõîäß÷è äî ïðîîáðàçiâ, áóäåìî ìàòè x−1yx =
y−1cz, äå z ∈ ω(G). Äàëi x−2yx2 = x−1y−1czx =
yc−2, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi x2 ∈ Z(G).
ßêùî x−1yx = yy2n−2 , äå n ≥ 4, òî |y| ≥
16, x−1yx = ycz, äå z ∈ ω(G), i x−1y2x =
y2c2. Îñêiëüêè c ∈ 〈y〉, òî y2 = c i |y| = 8.
Ïðîòèði÷÷ß.
Òàêèì ÷èíîì, x−1yx = y−1. Òîäi G = 〈y〉G1,
äå G1 = NAG 〈x〉 ¹ HA2-ãðóïîþ, ßêà ¹ ïðßìèì ÷è
íàïiâïðßìèì äîáóòêîì äâîõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ.
Íåâàæêî äîâåñòè, ùî iñíó¹ åëåìåíò x1 ∈ G1,
ùî x21 = c2 i 〈y, x1〉 - óçàãàëüíåíà ãðóïà
êâàòåðíiîíiâ.
Îòæå, G = H ·Q - ãðóïà òèïó 2) òåîðåìè 2,
äå îäíà ç ãðóï H ÷è Q ¹ óçàãàëüíåíîþ ãðóïîþ
êâàòåðíiîíiâ ïîðßäêó áiëüøå 8, à iíøà - ãðóïîþ
êâàòåðíiîíiâ, [H,Q] ⊆ ω(G).
2. Íåõàé òåïåð C = NAC = 〈y〉hH, [〈y〉,H] =
〈y2n−1〉, |y| = 2n, n ≥ 3, y2n−2 = c.
Ðîçãëßíåìî ôàêòîð-ãðóïó G = G/ω(G) ∼=
(〈y〉hH)〈x〉, äå [H, 〈x〉] = E, [〈y〉, 〈x〉] ⊆ 〈y,H〉.
Ïîêëàäåìî x−1yx = yαhβ , äå h ∈ H. Òîäi
ç óìîâè [x2, y] = 1 âèïëèâà¹, ùî x−2yx2 =
(yαhβ)αhβ = yα
2
h
β(α+1) = y. ßêùî β ≡
1(mod2), òî α2 ≡ 1(mod2n−1) i α = ±1 + 2n−1t
àáî α = ±1 + 2n−2t. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî
êîæíîìó ç âèïàäêiâ [h1, (xy)2] 6= 1 äëß åëåìåíòà
h1 ∈ H, ßêèé íåïåðåñòàâíèé ç h. Ç iíøîãî áîêó,
[h1, x] ∈ ω(G), [h1, y] ∈ ω(G). Îòæå, [h1, xy] ∈
ω(G) i [h1, (xy)2] = 1. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ß.
Îòæå, β ≡ 0(mod2) i 〈y〉 / G. Ìiðêóþ÷è
àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî,
ùî x−1yx = y−1. Òîäi G = 〈y〉G1, äå
G1 = NAG 〈x〉 ¹ HA2-ãðóïîþ, ßêà ¹ ïðßìèì ÷è
íàïiâïðßìèì äîáóòêîì äâîõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ.
Îòæå, G = H ·Q - ãðóïà òèïó 2) òåîðåìè 2.
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Ïðèïóñòèìî, ùî 〈c〉 6 G. Òîäi [〈c〉, G] ⊆
ω(G).
Íåõàé x - åëåìåíò G, òàêèé ùî |x| ≥ 8.
ßêùî 〈x〉∩NAG ⊆ ω(G), òî [〈x〉, NAG ] ⊆ 〈x〉ω(G)∩
NAG = ω(G) i [〈x2〉, NAG ] = E. Òîäi G1 = 〈x2〉NAG
¹ HA2-ãðóïîþ, ùî ìà¹ äâi öåíòðàëüíi öèêëi÷íi
ïiäãðóïè 〈x〉 òà 〈c〉 ïîðßäêó 4, ùî ñóïåðå÷èòü
¨õ îïèñó. Îòæå, x2k = cαhβ (äå àáî α, àáî β íå
äiëßòüñß íà 2) i [〈x〉, NAG ] ⊆ 〈x2
k〉ω(G). Îñêiëüêè
〈x2〉/G1, òî àáî α ≡ 0(mod2) i β ≡ 1(mod2), àáî
α ≡ 1(mod2) i β ≡ 0(mod2).
ßêùî α ≡ 0(mod2) i β ≡ 1(mod2),
òî íåâàæêî äîâåñòè, ùî [〈x〉, NAG ] ⊆ ω(G),
òîìó [x2, h1] = 1. Ç iíøîãî áîêó, [x2, h1] =
[c2αhβ, h1] = [hβ, h1] 6= 1. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ß.
Îòæå, x2k = cαh2β, äå (α, 2) = 1, çâiäêè [x, c] =
1 i 〈x〉 ∩NAG = 〈ch2β〉, äå β ∈ {0, 1}.
Ïîçíà÷èìî N = NG(〈c〉). Çðîçóìiëî, ùî
N ⊇ NAG i äëß áóäü-ßêîãî åëåìåíòà y ∈ G
|y| ≥ 8, y ∈ N . ßêùî N 6= G, òî iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ G\N , òàêèé ùî |a| = 4, a2 ∈ ω(G),
[〈a〉, NAG ] ⊆ ω(G).
Íåõàé a, b /∈ N . Òîäi [a, c] = c2rh2, [b, c] =
c2sh2, çâiäêè [ab, c] ∈ 〈c〉 i ab ∈ N , Íåâàæêî
äîâåñòè, ùî a−1N = aN = bN , òîìó [G : N ] = 2
i N / G, G = N〈a〉, a2 ∈ ω(NAG ).
Çà äîâåäåíèì âèùå ïiäãðóïà N ¹ äîáóòêîì
ãðóïè êâàòåðíiîíiâ ïîðßäêó 8 i óçàãàëüíåíî¨
ãðóïè êâàòåðíiîíiâ ïîðßäêó áiëüøå 16: N =
H ·Q, |H| = 8, |Q| ≥ 16, H = 〈h1, h2〉, Q = 〈y, x〉,
|y| = 2n > 4, y2n−2 = c, [H,Q] ⊆ ω(G).
ßêùî |y| > 8, òî N ′ = 〈y2〉 × 〈h2〉 / G i
〈y4〉 / G, 〈c〉 / G, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.
Îòæå, |y| = 8.
Ðîçãëßíåìî ôàêòîð-ãðóïó G/NAG ∼= (〈y〉 ×
〈x〉)〈a〉, |y| = |x| = |a| = 2. ßêùî G/NAG
íåàáåëåâà, òî âîíà ¹ ãðóïîþ äiåäðà i ìiñòèòü
åëåìåíò ÷åòâåðòîãî ïîðßäêó âèäó 〈at〉, äå t ∈
〈y, x〉. Çðîçóìiëî, ùî |at| > 4, à, îòæå, at ∈ N
i a ∈ N , ùî íåìîæëèâî. Òàêèì ÷èíîì, ôàêòîð-
ãðóïà G/NAG àáåëåâà, [N, 〈a〉] = 1 i [y, a] = ckhm
ßêùî m ≡ 0(mod2), òî [y2, a] = c2k ∈ 〈c〉,
ùî íåìîæëèâî, áî ó òàêîìó âèïàäêó a ∈ N .
Îòæå, m = 1 i [y, a] = ckh. Çâiäñè (ya)2 =
ya2yckh = c1+khz, z ∈ ω(G). Ç iíøîãî áîêó,
îñêiëüêè |ya| > 4, òî çà äîâåäåíèì 〈ya〉 ∩NAG ⊆
〈c〉ω(G). Ïðîòèði÷÷ß. Ëåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìà 3. Ãðóïà G ¹ ãðóïîþ òèïó β òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ãðóïîþ îäíîãî ç
íàñòóïíèõ òèïiâ:
1) G - ìåòàöèêëi÷íà íåäåäåêiíäîâà HA2-
ãðóïà ç íåöèêëi÷íèì öåíòðîì, G = NAG = NG;
2) G = 〈x〉〈b〉, |x| = 2k, |b| = 2m, m > 2,
k ≥ m+r, 1 ≤ r < m−1, Z(G) = 〈x2r+1〉×〈b2r+1〉,
[x, b] = x2
k−r−1sb2
m−1t, (s, 2) = 1, 0 ≤ t < 2,
NAG = NG = 〈x2
m−1〉h 〈b〉.
Äîâåäåííß. Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè
íåâàæêî ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî. Äîâåäåìî
íåîáõiäíiñòü óìîâ òåîðåìè.
Îñêiëüêè íîðìà NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ
ïiäãðóï íåäåäåêiíäîâà i ìåòàöèêëi÷íà, à öåíòð
Z(G) - íåöèêëi÷íèé, òî çà íàñëiäêîì 1 NAG ¹
ãðóïîþ òèïó 2) òâåðäæåííß 1 ïðè m > 1:
NAG = 〈a〉h 〈b〉, äå |a| = 2n, |b| = 2m, n ≥ 2,
m > 1, [a, b] = a2n−1 .
Ïðîäîâæèìî äîâåäåííß òåîðåìè â
íàñòóïíèõ ëåìàõ.
Ëåìà 9. Íåõàé G - ãðóïà òèïó β, íîðìà NAG
àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ãðóïîþ
òèïó 2) òâåðäæåííß 1 ïðè m > n ≥ 2. Òîäi
G = NAG = NG.
Äîâåäåííß. Íåõàé G 6= NAG . ßêùî ω2(NAG ) =
ω2(G), òî çà íàñëiäêîì 4 i ëåìîþ 5 [5] G = NAG =
NG, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.
Îòæå, äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ω2(NAG ) 6=
ω2(N
A)
G . Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ G\NAG , |x| = 4.
Çà ëåìîþ 2 x2 ∈ ω(G), [〈x〉, NAG ] ⊆ 〈x〉ω(G) ∩
NAG = ω(G). Òîìó çà ëåìîþ 4 G1 = 〈x〉NAG ¹
HA2-ãðóïîþ.
Âèõîäß÷è ç îïèñó HA2-ãðóï ç íåöèêëi÷íèì
öåíòðîì, G1 ¹ ïðßìèì ÷è íàïiâïðßìèì
äîáóòêîì íîðìàëüíî¨ öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè 〈y〉
ïîðßäêó áiëüøå 2 òà ãðóïè êâàòåðíiîíiâ H. Ç
öüîãî âèïëèâà¹, ùî |a| = |x| = 4, |y| = |b|.
Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ìîæíà
ââàæàòè, ùî G1 = 〈y〉 h H, äå H = 〈x, a〉 -
ãðóïà êâàòåðíiîíiâ, [H, 〈y〉] ⊆ 〈b2m−1〉. Âèõîäß÷è
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ç öüîãî, íåâàæêî äîâåñòè, ùî äëß äîâiëüíîãî
åëåìåíòà x /∈ NAG , |x| > 2 âèêîíó¹òüñß
〈x〉 ∩NAG ⊂ ω(G).
Ïðèïóñòèìî, ùî ôàêòîð-ãðóïà G = G/NAG
ìiñòèòü ïiäãðóïó 〈x〉 × 〈y〉, äå |x| = |y| = 2.
Îñêiëüêè 〈x〉 ∩ NAG ⊆ ω(G) i 〈y〉 ∩ NAG ⊆ ω(G),
òî |x| = |y| = 4. Çà äîâåäåíèì ó êîæíîìó
ç ñóìiæíèõ êëàñiâ xNAG òà yNAG çíàéäóòüñß
òàêi åëåìåíòè x1 òà y1, ùî |x1| = |y1| = 4,
x21 = y
2
1 = a
2 = [x1, a] = [y1, a] òà [x1, b] =
b2
m−1t, [y1, b] = b2
m−1l. Îñêiëüêè [x, y] = 1, òî
[x1, y1] ∈ NAG . Ïîêëàäåìî [x1, y1] = arbs, òîäi
[x21, y1] = b
2sa2rsb2
m−1ts = 1 i 2s(1 + 2m−2t) ≡
0(mod2m). Îñêiëüêè m > 2, òî s ≡ 0(mod2m−1),
s = 2m−1s1. Îòæå, (x1y1)2 = a−rb2
m−1s1 .
ßêùî (r, 2) 6= 1, òî |x1y1a−r2 b2m−1s1 | = 2.
Ó òàêîìó âèïàäêó i (x1y1a
−r
2 b2
m−1s1) ∈ NAG
i x1 ∈ y1NAG , ùî íåìîæëèâî. Íåõàé (r, 2) =
1. Òîäi ç óìîâè [x1y1, b] = b2
m−1t âèïëèâà¹
[(x1y1)2, b] = [a−rb2
m−1s, b] = [ar, b] = 1,
ùî òàêîæ íåìîæëèâî. Îòæå, G ìà¹ ¹äèíó
iíâîëþöiþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî |G| = 2, òîäi G ¹ HA2-
ãðóïîþ i G = NAG , ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.
Îòæå, ôàêòîð-ãðóïà G ìiñòèòü åëåìåíò g
ïîðßäêó 4. Òîäi |g| = 8 i çà äîâåäåíèì 〈g〉∩NAG ⊆
ω(G). Îñêiëüêè [〈g〉, NAG ] ⊆ 〈g〉ω(G) ∩ NAG =
ω(G), òî êîìóòàíò ãðóïè G1 = 〈g〉NAG ìiñòèòüñß
â ω(G) i G1 ¹ HA2-ãðóïîþ, ùî íåìîæëèâî,
âðàõîâóþ÷è áóäîâóNAG òà îïèñHA2-ãðóï. Ëåìó
äîâåäåíî.
Ç íàñëiäêiâ 3 òà 4 i ëåìè 5 [5] îòðèìó¹ìî
íàñòóïíó ëåìó.
Ëåìà 10. Íåõàé G - ãðóïà òèïó β, íîðìà
NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ãðóïîþ
òèïó 2) òâåðäæåííß 1 ïðè n ≥ m > 2. Òîäi G
¹ ãðóïîþ òèïó 2) òåîðåìè 2.
Ëåìà 11. Íåõàé G - ãðóïà òèïó β, íîðìà
NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ãðóïîþ
òèïó 2) òâåðäæåííß 1 ïðè n > m = 2. Òîäi
G = NAG = NG.
Äîâåäåííß ëåìè 11 àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ
ëåìè 9.
Ëåìà 12. Íåõàé G - ãðóïà òèïó β, íîðìà
NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï ßêî¨ ¹ ãðóïîþ
òèïó 2) òâåðäæåííß 1 ïðè n = m = 2. Òîäi
G = NAG = NG.
Äîâåäåííß. Ïðèïóñòèìî, ùî G 6= NAG . Íåõàé
x - åëåìåíò íàéìåíøîãî ïîðßäêó ãðóïè G, ùî
íå íàëåæèòü äî íîðìè NAG . Òîäi x2 ∈ NAG i
çà ëåìîþ 2 |x| > 2. Ïîêëàäåìî x2 = aαbβ .
Îñêiëüêè 〈x〉ω(G) / G1 = 〈x〉NAG , òî 〈x2〉 / G1,
çâiäêè β = 2β1.
Ïðèïóñòèìî, ùî (α, 2) = 1. Îñêiëüêè ω(G)
öåíòðàëüíà íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà, òî çà ëåìîþ
1 ó ôàêòîð-ãðóïi G˜1 = G1/ω(G) N˜AG1 ⊆ N(G˜1),
òîìó 〈x˜〉 / G˜1 i G˜1′ ⊆ 〈x˜〉 ∩ N˜AG = 〈x˜2〉 = 〈a˜〉.
ßêùî G˜1
′
= E˜, òî G′1 ⊆ ω(G) i [x, b] ∈ ω(G),
[x2, b] = 1, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, G˜1
′
= 〈a˜〉. Òîäi
(˜bx˜)2 = (˜bx˜)(˜bx˜) = b˜2x˜2a˜t = 1. Àëå ó òàêîìó
âèïàäêó b˜ /∈ N
G˜
(〈˜bx˜〉), ùî íåìîæëèâî. Îòæå,
α ≡ 0(mod2) i äëß äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ G,
|x| = 2k, k > 1, 〈x〉 ∩ NAG ⊆ ω(G). ßêùî ïðè
öüîìó k > 2, òî 〈x〉 ∩ NAG = 〈a2b2〉, áî iíàêøå
ç óìîâè [〈x2〉, NAG ] = E âèïëèâà¹ iñíóâàííß
åëåìåíòà ïîðßäêó 2, ùî íå íàëåæèòü íîðìi NAG .
Íåõàé A - ìàêñèìàëüíà åëåìåíòàðíà
àáåëåâà ïiäãðóïà ôàêòîð-ãðóïè G = G/NAG , x
òà y - äîâiëüíi åëåìåíòè ç A. Çà äîâåäåíèì âèùå
x2 ∈ ω(G) òà y2 ∈ ω(G), òîìó [x2, y] = [x, y2] =
1. Ïîêëàäåìî [x, y] = arbt. Òîäi (xy)2 = arbtz,
äå z ∈ ω(G). Îñêiëüêè (xy)2 ∈ ω(G), òî r ≡
t ≡ 0(mod2). Îòæå, äëß äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
x, y ∈ A (A - ïîâíèé ïðîîáðàç ïiäãðóïè A),
[x, y] ∈ ω(G) i A′ ⊆ ω(G). Âðàõîâóþ÷è, ùî
êîæíà àáåëåâà íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà ç A ìiñòèòü
ω(G), A ¹ HA2-ãðóïîþ åêñïîíåíòè 4. Ç îïèñó
òàêèõ ãðóï |A| ≤ 4.
Íåõàé |A| = 2. Îñêiëüêè G íiëüïîòåíòíà,
òî Z(G) 6= E i G ìà¹ ¹äèíó iíâîëþöiþ. Îòæå, G
àáî öèêëi÷íà, àáî êâàòåðíiîííà 2-ãðóïà.
ßêùî G - öèêëi÷íà, òî G = 〈x〉NAG ,
G′ ⊆ ω(G). Âðàõîâóþ÷è, ùî êîæíà àáåëåâà
íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà ç G ìiñòèòü ω(G), G
¹ HA2-ãðóïîþ i G = NAG , ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ.
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Íåõàé G - êâàòåðíiîííà 2-ãðóïà. Òîäi âîíà
ìiñòèòü ãðóïó êâàòåðíiîíiâ 〈x, y〉 ïîðßäêó 8,
x2 = y2. Ïåðåõîäß÷è äî ïðîîáðàçiâ, ïîêëàäåìî
y2 = x2ambs. Îñêiëüêè [〈y〉, NAG ] ⊆ 〈y〉ω(G) ∩
NAG = ω(G), òî [〈y2〉, NAG ] = E. Àíàëîãi÷íî
[〈x2〉, NAG ] = E. Îòæå, m ≡ s ≡ 0(mod2) i
x2 ∈ Z(G), ùî íåìîæëèâî.
Íåõàé |A| = 4, A = 〈x〉 × 〈y〉 åëåìåíòàðíà
àáåëåâà ïiäãðóïà ïîðßäêó 4. ßêùî A = G, òî
G′ ⊆ ω(NAG ) i G ¹ HA2-ãðóïîþ, òîáòî G = NAG ,
ùî íåìîæëèâî çà ïðèïóùåííßì.
Íåõàé A 6= G. Ïîçíà÷èìî N = NG(A).
Òîäi [N : CN (A)] = 2. Ãðóïà CN (A) íå
ìiñòèòü íåöèêëi÷íèõ àáåëåâèõ ïiäãðóï ïîðßäêó
8, îñêiëüêè ïîâíèé ïðîîáðàç òàêî¨ ãðóïè
¹ HA2-ãðóïîþ, ùî íåìîæëèâî, âðàõîâóþ÷è
òâåðäæåííß 1. Òîäi CN (A) = A i N =
CN (A)〈x1〉, äå x21 ∈ CN (A).
Îòæå, N = A〈x1〉 = (〈x〉 × 〈y〉)〈x1〉 = 〈x2〉h
〈y〉, |x2| = 4, [x2, y] = x22 = x.
Ïîçíà÷èìî N1 = NG(〈x2〉). Îñêiëüêè
[N1 : CN1(〈x2〉)] = 2 i y /∈ CN1(〈x2〉), òî
N1 = CN1(〈x2〉) h 〈y〉, äå CN1(〈x2〉) - öèêëi÷íà
ïiäãðóïà. Îòæå, N1 = 〈z〉 h 〈y〉 i x2 ∈ 〈z〉.
Òîäi N ′1 = 〈z2〉 i òîìó 〈x2〉 - õàðàêòåðèñòè÷íà
ïiäãðóïà ãðóïè N1.
Ïîêëàäåìî N2 = NG(N1), òîäi 〈x2〉 / N2
i N2 ⊆ NG(〈x2〉) = N1. Öå ìîæëèâî ëèøå çà
óìîâè, ùî N1 = G = 〈z〉 h 〈y〉, |z| = 2k > 2,
|y| = 2, y−1zy = z−1+2k−1t, t ∈ {0, 1}. Ïîêàæåìî,
ùî t = 0. Äëß äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ 〈z, y〉,
|g| ≥ 8 ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííß [g2, NAG ] = 1
òà 〈g〉∩NAG = 〈a2b2〉. Íåõàé z1 = z2
k−1 i y−1zy =
z−1z1aαbβ , äå z òà y - ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ z òà
y âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè |z| > 8, òî |zy| = 8 i
(zy)4 = a2b2 = a2b2a2α+2βαb2β . Òàêèì ÷èíîì,
α ≡ β ≡ 0(mod2) òà y−1zy = z−1z1a1, äå
a1 ∈ ω(G). Îñêiëüêè [z1, y] ∈ ω(G), ïîêëàäåìî
[z1, y] = a2, äå a2 ∈ ω(G). Âðàõîâóþ÷è, ùî y2 ∈
ω(NAG ), ìà¹ìî y−2zy2 = y−1z−1z1a1y = za2 = z.
Îòæå, a2 = 1 i z1 ∈ Z(G), ùî íåìîæëèâî. Òàêèì
÷èíîì, y−1zy = z−1. Ïåðåéäåìî äî ïðîîáðàçiâ -
y−1zy = z−1albs. Îñêiëüêè 〈zy〉 ∩ NAG ⊆ ω(NAG )
òà (zy)2 = y2albs ∈ NAG , òî l ≡ s ≡ 0(mod2) i
y−1zy = z−1a2lb2s = z−1z2, äå z2 ∈ ω(NAG ).
Âèõîäß÷è ç óìîâ [〈z〉, NAG ] ⊆ ω(G),
[z2
k−1
, y] ∈ ω(G), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
[〈z2k−1〉, G] ⊆ ω(G). Îñêiëüêè êîæíà àáåëåâà
íåöèêëi÷íà ïiäãðóïà ãðóïè G ìiñòèòü ω(G), òî
åëåìåíò z2k−1 ïîðßäêó 4 íîðìàëiçó¹ êîæíó òàêó
ïiäãðóïó. Öå îçíà÷à¹, ùî z2k−1 íàëåæèòü íîðìi
NAG . Ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ß. Îòæå, G = NAG . Ëåìó
äîâåäåíî.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ç òåîðåì 12 i 16 òà òåîðåìè [2] âèïëèâà¹
íàñòóïíèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 5. Áóäü-ßêà 2-ãðóïà G ç
íåöèêëi÷íèì öåíòðîì òà íåäåäåêiíäîâîþ
íîðìîþ NAG àáåëåâèõ íåöèêëi÷íèõ ïiäãðóï
òîäi i òiëüêè òîäi íå ìiñòèòü ïiäãðóïè
êâàòåðíiîíiâ, êîëè òàêî¨ ïiäãðóïè íå ìiñòèòü
íîðìà NAG .
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